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We give a complete and explicit realization of the unitary irreducible representa- 
ttons of any exponential group G by deformation of the associative and Poisson 
algebra of functions on the dual g* of the Lie algebra of G. We define an adapted 
Fourier transform which is a deformation of the usual one and which gives a 
natural description of the harmonic analysis of G on the restrictions to the 
coadjoint orbits of the considered functions. c 1990 Academic Press, Inc. 
On rtalise completement et explicitement les representations unitaires 
irrtducibles de tout groupe exponentiel G par deformation des structures d’algebres 
associatives et de Poisson de fonctions sur le dual g* de I’algtbre de Lie de G. On 
definit une transformation de Fourier adapt&e, deformation de la transformation 
the Fourier usuelle, qui permet de lire naturellement tout I’analyse harmonique de 
G sur les restrictions des fonctions consider&s aux orbites de sa representation 
coadjointe. 0 1990 Academic Press, Inc 
INTRODUCTION 
Des les premiers travaux de Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz, et 
Sternheimer [ 1 ] sur la quantification par deformation, des applications de 
cette theorie a l’etude des representations unitaires de groupes de Lie sont 
naturellement apparues. Plus precistment, il a ett alors propose un 
programme de construction et de description du dual unitaire G (ensemble 
des classes de representations unitaires irrtducibles) d’un groupe de Lie G 
a partir de l’etude des deformations de l’algebre des fonctions C” sur le 
dual g* de l’algebre de Lie g de G (voir aussi [2]). 
On sait que g* a une structure de variete de Poisson canonique dont les 
feuilles symplectiques ont les orbites 1 de la representation coadjointe de 
G dans g*. 
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La methode usuelle des orbites revient a associer a certaines orbites j. 
une ou des representations unitaires irrtductibles de G par un procede 
d’induction. Nous supposerons, a partir de maintenant et pour simplifier 
l’expose, qu’on peut ainsi parametrer G par une partie de l’ensemble g,*,,/G 
des orbites entieres de g. Reciproquement, on associe a une representation 
rc’ une orbite I. par une “formule du caractere” de Kirillov (cf. [3], par 
exemple). 
Le programme des representations * consiste a delinir une deformation 
particuliere dune algebre d involutive (pour la conjugaison) de fonctions 
ou de distributions sur 92,: il s’agit dune deformation simultante des 
structures d’algebres associative t de Poisson de d, appelee produit * [ 11. 
On cherche un produit * ayant les proprietes suivantes : 
1. Sa restriction aux orbites 1 a un sens et definit une algebre &‘” 
qui dans notre cas est “simple,” c’est a dire n’admet qu’une classe de 
representation unitaire fiddle et irreducible T’ dans un espace de 
Hilbert A?‘“. 
2. Le produit * verifie la relation: 
(ix) * (iY) - (iY) * (ix) = i[X, Y] (X YE!3), G=J=), 
oti X, Y et [X, Y] sont vus comme des fonctions sur g*, grlce a laquelle 
G x G agit naturellement sur d” par pi, exponentielle de: 
d&Y,) X,)u = (ix,) * u - 2.4 * (ix,) (u E &e, x,, x, E g). 
3. Dans la representation T’, pA est unitairement equivalente a une 
representation 7-c’ x rc” oh ?I’ est une representation unitaire irreducible de 
G, rc” sa contragrtdiente et: 
T”(pA^(g,,g,)u)=71~(g,)oT”(u)071’i.(g,1) (sl, g,EG, u-f’). 
4. On d&it alors une transformation de Fourier adaptte d par la 
formule 
acp)ll= (T”)-‘W(d), cp E CP(G) 
qui peut s’tcrire: 
&(q)(5)= j (cp 0 exp)(X)(exp * X)(t) dX. 
n 
et qui verifie 
&(cp” I= acp)> ecp x $) = &(cp) * &II/), 
5. Le formule 
Il.fll;=~ .f*.f&< +a. 
!I* 
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definit une espace de Hilbert Li(g*) de fonctions ou distributions sur g* 
qui Porte une representation J &G pA &(A). d entrelace cette representation 
et L x R . Sr dans L2(G) (6 est la fonction module de G) : 
((Lx R @?(g,> gXf-l(g) =fkr’gg,) MgJ1’2. 
(&(a) est alors la mesure de Plancherel de G.) 
Le but de cet article est la realisation explicite de ce programme pour les 
groupes exponentiels. 
Pour cela, apres avoir construit une parametrisation de g*, nous 
definissons un produit * sur g* verifiant nos conditions 1, 2, et 3, ce qui 
nous permet de retrouver naturellement toutes les representations rr’ 
obtenues dans [4, 51 puis de construire la transformation de Fourier adap- 
tee veritiant 4 et 5 qui nous donne (entre autre) la mesure de Plancherel. 
Cette methode fait apparaitre les optrateurs des representations rci. 
comme des fonctions vivant directement sur l’orbite 1, qui est un objet 
geometrique plus nature1 que l’espace Xi., defini dans la methode des 
orbites comme espace de sections polarisees, de car& inttgrables dun fibre 
en droites sur A. 
D’autre part, la fonction d(cp) est la deformation * de la transformee de 
Fourier usuelle de la fonction cp oexp elle-m&me, alors que la formule du 
caractere de Kirillov (cf. [6]) et done le calcul de dp par la methode des 
orbites utilise la transformee de Fourier de la fonction cp 0 exp corrigee par 
un facteur j: 
j(X) = det [ s~~~]~“2 (XE g). 
Le cas des groupes nilpotents, connexes et simplement connexes avait 
deja ete traite [7, 81, ainsi que celui des groupes compacts, connexes et 
simplement connexes [9, 10, 111. 
Cet article permet done d’achever le programme des representations *
dans un cadre assez general pour que son inter&t soit maintenant parfaite- 
ment etabli. 
1. PARA~TRISATION DE g* 
Dans tout ce qui suit, 
G est un groupe de Lie reel connexe et simplement connexe de 
dimension n. 
g est son algebre de Lie (reelle). 
g* est le dual (reel) de g. 
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On suppose que G est exponrntiel (on dira aussi g exponentielle), c’est-h- 
dire que I’application exponentielle de g vers G est injective. Alors, on sait 
[ 12, Chap. I, Theoreme 2.1 et remarque 2.91 que g est resoluble, que ses 
racines sont toutes de la forme (1 + ice) d(X) oti #cg* et NE R, et que 
l’application exponentielle est un diffeomorphisme de g sur G. 
La representation coadjointe de G dans g*, detinie par: 
(x.5,X)=(5,AdxP1(X)); i”Eg*, xEG,XEg 
a pour differentielle le g-module defini par: 
(X.5, y>= -CL LX Yl>; tEg*, XEcl, YEg 
qui est exponentiel [ 12, Chap. I, definition 3.21 puisque ses poids sont de 
la forme (1 +ior)f+4 od $Eg*. 
On notera x-flr=(d/dt)f(exp-rX.r)l,=, VfEP(g*) (ou X-I,= 
-x. 5). 
L’orbite sous l’action coadjointe de G d’un point 5 de g* sera notee G .5 
ou A( 5). C’est une varitte symplectique pour la 2-forme w detinie par : 
Si G(r) est le stabilisateur de 5, la structure C” de A(r) est celle 
du quotient G/G(t). On sait [ 12, Chap. I, remarque 3.1 l] que A([) est 
diffeomorphe a un espace R2“. 
On note 6 le caractere de g defini par: 
S(X) = tr ad(X) 
Dans toute la suite, on iixe une suite croissante de sous-algebres: 
de g, telle que: 
(i) dim gj= j, Vj=O, 1, . . . . n, et gji , est un ideal de gj, Vj= 1, . . . . n. 
(ii) si gj n’est pas un ideal de g, alors gji , et gJ+ r sont des ideaux 
de g et la representation adjointe de g dans gj+ r/g,- r est irreductible. Une 
telle suite est appelee dans [ 121, bonne suite de sous-algebres. 
1.1. LEMME. II existe toujours me bonne suite de sowalg6bres telle 
que : 
(iii) g,. I c Ker 6. 
Preuve. On reprend celle de [ 12, Chap. IV, Lemme 4.3.31: Ker 6 est un 
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ideal de g; soit (hr) une suite de Jordan-Holder du g-module Ker 6. Si 
dimb’+ ‘/hI = 2, on intercale entre hl et hr+ I un sous-espace gj, la suite for- 
mee des h, des gj et Cventuellement de g veriiie (i), (ii), et (iii). C.Q.F.D. 
Chaque gj de la suite est exponentielle, le sous-groupe analytique 
correspondant G, = exp gj est simplement connexe. 
Si V est un g-module exponentiel de dimension finie sur [w, l’espace V/G 
de ses G-orbites a et6 decrit par E. G. Effros [ 13, theoreme 2.1 et 2.91. En 
particulier, on a: 
1.2. THBOR~ME [13]. Pour tout g-module exponentiel V, 
I. la topologie quotient sur V/G engendre la structure bordlienne 
quotient. 
2. V/G est un TO espace. 
? I. V/G est un espace borelien standard. 
4. la projection canonique 2 de V sur V/G admet une section borelienne 
a, 
a: V/G+ V. 
(Rappelons [ 141 qu’un espace borelien est standard s’il est isomorphe en 
tant qu’espace borelien a un borelien dun espace metrique complet 
separable.) 
On notera parfois A un point de g*/G, 5’ le point a(A) et p l’orbite 
G. 5’ de 5” dans g*. 
Pour parametrer g*, on va d’abord definir une partition borelienne de 
cet espace puis parametrer chaque sous-ensemble de cette partition. 
Soit l un point de g*, on notera tj l’element de g,* detini par: 
(tj,x)=(ttx)i VXE gj. 
Chaque g,?, est un gJ et un cjp ,-module: on notera gr([,) l’algebre 
de Lie du stabilisateur de t, sous l’action de G,(1= j ou j+ 1). On a par 
construction :
9j(i’,Jc gj(tj-1); Vj = 1, . . . . n. 
1.3. PROPOSITION. Pour chaque j, on est dans un et un seul des ca.~ 
suivan ts : 
. soit gj (Cj) = gJ (<j ~ 1) et alors g/ ~ 1 (tt _ 1) est de codimension 1 dans 
gj(5,-1) et dimG,.<j=dimGj+,.~,.~,. 
l soit 9, (5,) # g,(<j- 1) et alors gj({,) est de codimension 1 dam 
gJ(tj-~l), 9,~,(5j~1)=9j(ri~I)etdimG,.5,=dimG, I.5,p,+2. 
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Preuue. Posonsdimg.,P,([, .l)=dimgi(~,)+ai;dimgi(~,~,)=dimg~i~, 
(t,- i ) + h, il est clair que h, est inferieur ou egal a 1. D’autre part si q 
est un vecteur non nul de g,*, orthogonal a g, 1 et si Y est dans g,. Y est 
element de g,(t,- ,) si et seulement si: 
y. 5, 1 = a( Y) g, 
et uj, codimension de Ker M dans gj(ti ,) est 0 ou 1. Mais 
dim G, .5, =j-dim g.,(5,) =j-dim g,- ,(5,- i) + a, 
=dim.GjPi.~,P,+aj-b, 
et la parite simultante de dim G,. tj et dim G,- , . cji, prouve notre 
proposition. C.Q.F.D. 
Comme dim G, tj est le rang de l’application lintaire de gj dans g,! : 
x4-.~j 
les points de g* tels que dim Gi. tj > 2kj forment un ouvert de Zariski done 
pour chaque suite d’entiers: 
(k) = (k,, kz, . . . . k,) 
l’ensemble Vck) des { de g* tels que: 
dim Gi.tj=2k,, vj 
est un bortlien de g* et ceux des I’(kJ q ui ne sont pas vides forment une 
partition linie de g*. 
1.4. DEFINITION. 0 etant une section borelienne de A, Vck) etant delini 
ci-dessus, on pose: 
~(,,=~--‘(~(,J; @+i, = 1 V(k)), 
,4(k) et g& sont des boreliens de g*/G et g*. On a ainsi une partition de 
ces ensembles. Introduisons maintenant la notion de polarisation :
1.5. DEFINITION. Soit r un point de g*. 
une polarisation algebrique reelle en 5 est une sous-algebre reelle 
h de i telle que le sous-espace vectoriel sous-jacent soit totalement isotrope 
maximal pour la forme bilineaire: 
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. une telle polarisation v&tie la condition de Pukanszky si: 
H.<=t+t)l 
oti H est le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie h. 
l une polarisation geometrique (rtelle) F sur une orbite W est la 
donnee dune distribution C” : 5 -+ F< telle que : 
(i) en tout point 5 de W, F5 est un sous espace totalement 
isotrope maximal de T, W pour la forme 05. 
(ii) F est integrable. 
On va maintenant etablir le theoreme principal de cette partie. 
1.6. THBOR~ME. On conserve les notations prdc&dentes. II existe une 
section o telle que, pour chaque (k) = (k,, . . . . k,), il existe une application 
horPlienne : 
telle que: 
(4 Pi, qi) --* 5(A (Pi, qi); i = 1, . . . . k, 
ZL $ est une bijection et 11/ - ’ est bort%enne (on la note 
(5 + (407 PA<)? q,(4))). 
b. chaque orbite de g$, est un ensemble I+G( {A} x R2kn) et chacun de 
ces ensembles est un orbite. On note WA cette orbite. 
c. l’application W’ -+ jWZkfi, 
est un dlyf6omorphisme faisant de R2kn une carte de Darboux globule de w. 
Duns cette carte: 
co = c dp, A dq; 
i=l 
d. chaque X de g d$nit sur g$, une fonction B qui s’tcrit duns les 
variables (A, pi, qi) : 
oti pour chaque ;1 fix.& les fonctions q --f a,(,$ q) (1 = 0, 1, . . . . k,) sont C” sur 
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Rkn, prolongeables en des fonctions entihes sur Ckn Li croissance au plus 
exponentielle : 
Vl= 0, 1, . . . . k,; x,(,4, q) = c qq’ .;!y:> y,,,(2) 
‘It Nkn 
oti [y,,,(A)\ < C(i)l”‘, Va. 
e. il existe Z,, Z2, . . . . Zkn dans g tels que: 
avec aj,k,(A, q) s 0; a,,(%, q,, q,, . . . . qj, 0, . . . . 0) = 0; 0 d 1 f k, et 
(aqma.j,r)(A 413 -., q/Y 03 -3 0) - 03 VmBl. 
f. $(d,o,o)=& VAEn(k) et l’espace b”=Cr=, gj(t;) est exacte- 
ment l’ensemble des X E g tels que : 
??(A, p, 0) = $A, 0,O); vp 
b” est polarisation algibrique rbelle en c”, satisfaisant h la condition de 
Pukanszky. 
Preuve. On prouve le theoreme par recurrence sur dim g, le cas de 
dimension 1 Ctant trivial. On suppose le theoreme vrai pour g,, . I : la suite : 
90=91= “. =9n-I 
est une bonne suite de sous-algebres de g,.- , , et on suppose avoir une 
section c,,- , de l’espace des orbites et une parametrisation associte A(“- ‘), 
P (n ~ I), q’” ~ 1) sur chacun des g*(k’). Soit alors (k) = (k,, . . . . k,) un n-uple 
et (k’) sa restriction a { 1, . . . . n - 11. Si T est une section bortiienne de 
l’espace des G orbites de gxP r, on- 1 0 A’“- ‘) 0 T est borelienne et injective 
entre deux espaces standards. Son image est done un bortlien transverse 
aux G,. , orbites (theoreme 3.2 de [14]). Soit [ un point non nul de g,*.- I 
et X un vecteur de g tel que ([, X) vale 1. En identifiant gz- I a l’espace 
X, on construit les boreliens G invariants suivants de g*: 
A = {<se* telsque9(5,~,)#9,-,(5,~,)3 
B= (~~g*telsqueg(~,~l)=g,,-1(5,~1)). 
Si 5 est dans A, sa G-orbite est diffeomorphe a la G,- ,-orbite de t,-, , 
GROUPES EXPONENTIELS 111 
d’autre part, un raisonnement de [12, Chap. I] prouve que 5 + [ est inclus 
dans A et que: 
{t~lR tels que t+t[~G.l}={O}. 
On posera done: 
S, = {SEA tels que <=<“‘-‘+tc; PER}. 
On pose de m&me 
S2 est un bortlien transverse aux G-orbites de B car chaque orbite contient 
un point de la forme r] + t[ oti q est dans Sz et il existe Y dans g(ylnP r) tel 
que : 
Y.(q+tl)=a[aveca#O;exp(-t/aY)(q+t[)=q 
(cf. proposition 1.3). 
La section CJ est alors simplement l’inverse de la restriction de A a S, u S2 
[14, thtorbme 3.21 les ensembles g&) et les parametres A, restriction de 1 
a g& sont done bien dtlinis. 
Prrmier cas. g&, c A. On pose: 
Pj(5)=(P:“-%-1); qj(5)=4j"-1'(tn-1). 
Si < est un Clement quelconque de A, sont orbite G .t est diffeomorphe a 
G,* _, . t,, ~ , car l’application :
Y: Wk. + G,-1.5,-,: Vtl, . . . . tx,) 
=expt,X,...expt2,~XXZk,.rn-, 
oti (X,) . ..) X2k,} est une base exponentielle A g(r,- ,) dans gnP i, est un 
diffeomorphisme. 
Mais cette base est aussi une base coexponentielle a g(5) dans puisque 
gnu, est un ideal (sur tout ceci voir [12, Chap. I]), done la projection 
canonique rc de g* sur gz-, se restreint a G . r en un diffeomorphisme sur 
G,- , .t, _, . Mais l’argument de [ 151 pour le cas des groupes nilpotents 
prouve que $ est un symplectomorphisme. 
Fixons un Y and g - gn-, , I’espace : 
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est une polarisation algebrique reelle satisfaisant la condition de Pukanszky 
[ 12, Chap. IV] ; c’est done une sous-algebre t nos hypotheses ur la forme 
des fonctions 2 de gn i impliquent :
t/Z& I> (CY, zl)-(4 P, O)= (CY, a)-(& 030) 
car Y etant dans g(AA), on a: 
ap, PI (A, 0, 0) = 0 Qj. 
D’autre part, la distribution F dtfinie sur G ‘5” par: 
F= )a,,; j= 1, . . . . k,( 
est par construction une polarisation geometrique invariante qui au point 
r” contient les vecteurs Z- or: 
comme l’espace engendre par ces vecteurs est de dimension k,, on peut 
trouver des Z(j) tel que: 
Z(j’Er)im , et z(J)-I~~ = a PI 
Le polynome en p : 
dCt,,~(‘)l cl.p,oJ 
a 1 pour terme constant et l’tquation (*) implique done puisque P est C” 
que : 
ap, PI (2, p.0) = 0 Qj. 
Y- commute done au point 4” avec les champs de F; mais Y est une base 
coexponentielle A g,, _ i dans g et F est par nos hypotheses de recurrence 
G,- i invariante. On en dtduit que F est G invariante puis que le crochet 
de Lie de Y- avec les champs de F est dans F ou: 
1 a;,J a,= 0 
j 
ou 
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Introduisons maintenant les 2,) . . . . Zk, de gn- r donnts par l’hypothese de 
recurrence. On a: 
ap,( Czj9 yl)” =Pj,An9 4) = aq,tlr +5 uj,l aq,cIr 
I=1 
- ? aqmaj.,% Vr, j. 
m=l 
Mais [Z,, Y] est dans g,- r ; /I,,, est done entibre en q A croissance au plus 
exponentielle. Mais alors : 
~"(2, q) = cl&, 0) + f4' /&,,&I, t, 0, . . . . 0) dt 
0 
+ s a ,&,&I, 41, t, 0, . . . . 0) df 
0 
+ . . . + c*” P ,q,,& 41, qz, ..a) q/c- 1, t) dt 
est aussi entiere a croissance au plus exponentielle en q. On montre alors 
par induction qu’il en est de m&me pour chacune des fonctions ~1, puisque: 
&&lq,+,= . ..= qk,=o= &+ (a,a,,,)% 
m=r+l )I 9,+1= “. =e, 
Enlin puisque P verifie :
~3,81 -0; Vj (kP,O) - 
les elements de h” sont exactement les X de g tels que: 
T(l*, p, 0) = &A, 0, 0). 
Deuxiime cas. g*(k) c B. On delinit la fonction qk,(t) par la condition: 
nn-‘(expq,“(S)X.5)=1”-‘(5”) 
(X est l’element de g qui n’appartient pas a gn-, utilise au debut de la 
preuve). Cette fonction est borelienne car si on dthnit: 
j-: R x gf- 1 /G + g,*- ,/G par f(q, A)=A”-‘(exp-qX.5) 
la restriction de f a lK! x B/G est borelienne et injective done un 
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isomorphisme d’espaces boreliens standards [ 131 et si P est la projection 
sur IF! on a: 
qli,,= -P,f -‘. 
On pose alors comme dans [7] : 
Pk, = 8; Pj= Pj (‘zp”(exp qk(t)x.t); q.j = 4j (“-“(exp qk(t)x’t). 
Toutes ces fonctions sont bortliennes. On reprend alors la preuve de [15] 
pour decrire G. <“. D’abord la G orbite de rl- r est diffeomorphe a 
RZkn-l+ ’ puisqu’une base coexponentielle a g(ti- !) dans g s’obtient en 
ajountant X a une telle base dans 9, _ r. Mais chaque Clement de G r” 
s’ecrit :
(=Y]+t( oil rlEW-‘, tE Ft. 
G.t”estdoncdiffeomorphea G.4~_,xlWouBG,_,.~~_,x[W2par: 
(x, t,s)+exp -sX.X+ti 
et ce diffeomorphisme st un symplectomorphisme si on munit R2 de la 
forme dt A ds a cause de la definition du crochet de Poisson des fonctions 
2, Z element de g [15]. 
On voit alors que chaque fonction 2 a la forme: 
m, P 1 > ...? Pk,, 41 3 ...P qk ) = (e”“n”“(z))(n~ Pl, . . . . Pk,, 41, .-, qkmm12 O) n 
et done on a la forme dtsiree. Maintenant, on ajoute aux Z, de gnpL 
donnes par notre hypothbse de recurrence le vecteur: 
et par construction, I’assertion e est prouvee. On prouve enfin l’assertion f
en remarquant que: 
f,)“=t,f_, 
et que pour chaque Y de g la condition: 
F(cn, p, 0) = F(cn, 0, 0) vp. 
implique que Y est dans gn- r done est en fait Cquivalente a: 
Ydj-‘. 
1.7. COROLLAIRE. Notons ti le sous-groupe exp h’ de G. 
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1. Les Z, forment une base coexponentielle ri I)” darts g. 
2. L’application : 
e=[Wkn~GIH’.:(t,,tz,...,t,~~~expt,~Z,”,..expt,Z,.Ha 
est un dij@omorphisme. 
3. L’application: 
@ : G/H’. + G telle qUe @ 0 e( tl , . . . . tkn) = eXp tkflzkn . . eXp tl z, 
est une section globale de la projection canonique, 
G + G/H”. 
Preuve. On montre le point 1 par recurrence sur dim g. Dans le premier 
cas de la preuve du thtoreme, le vecteur Y est une base coexponentielle a
gn- i dans g et aussi une base coexponentielle A ljkP i dans h” puisque g,,- i 
est un ideal de g [ 12, Chap. I]. On a done les diffeomorphismes suivants :
cP]:b~_lx[Wkn,G,_,:cpl(Z, tl ,..., tkn)=exp tk,Zk,“‘expt,Z,‘eXpZ 
cp,:G,-,xR+G:cp,(x,s)=x.expsY 
cp,:hi-,xR+HA=exphA:(Z,s)-+expZ.expsY 
et la suite de diffeomorphismes: 
b” x Rk,, expx*d , H” x [Wk. ‘p;‘x*d+ b;sX, x [w x [Wk. 
‘PI x Id ---+G,plxRaG 
prouve notre corollaire. 
Dans le second cas de la preuve du theoreme on a: 
lj’= hf-, et z,, = x. 
X Ctant une base coexponentielle a gn- i dans g done (Z,, . . . . Z,J en est 
une a h” dans g [12]. 
Les points 2 et 3 s’en dtduisent directement [121. C.Q.F.D. 
Ceci etant, nous pouvons maintenant dtcrire les mesures “canoniques” 
que notre paramttrisation delinit. 
1.8. LEMME. Soit W” une orbite de la reprPsentation coadjointe de G, de 
dimension 2k. wi. s’identlyie ci G/G(r). Notons: 
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P Ie projection cunonique de w sur G/H”. 
Y le d{ffeomorphisme de R2k sur w” don& par la carte (p, q) du 
theoverne 1.6. 
P, la projection (p, q) + (q) de Rzk sur [Wk. 
0 le dt$feomorphisme du corollaire 1.1. 
Alors le diagramme suivant est commutatif: 
De plus, si on munit R2k de la mesure dp dq/(27c)k et Rk de la mesure 
4/W) > k/2 W’ et GJH” sont munis des mesures images not&es respectivement 
d/In(<) et d[x], d/I, est G-invariante et d[x] est quasi-invariante. 
Preuve. Elle se fait par rtcurrence sur dim g. On garde toutes nos 
notations. 
(1) Si g,(<~)=g,_,(<~-,)+RX: Alors: 
G,/H; r Gj- ,/H;_, z Iwkl ou dj=O,- 1 
D’autre part, la restriction 71 de la projection canonique rkalise, on l’a vu 
un diffkomorphisme ntre les deux orbites Wj et Wj- 1 done : 
Pj”Yj(p,q)=q,o~~‘(Yj~1(p,q))EGj-1/(H~nGj~I) 
=G,&H;-,. 
Mais alors : 
et 
~~~‘QPj”Y:=e,~~,~Pj~,uYj’j_. 
(2) Si gj(<,k 1) # gj- ,(l,“_ 1): Alors: 
G,IH,:r(Gj~,/H~~,)x[W~(Gj~I/H~_, x (exp tX>), 
On peut alors Ccrire: 
$i( P, 4) = g t; (gEG,) et Pk(g ‘exp tx.$)= pk($i(p, 4)) + t. 
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Mais X Ctant dans hf, F( p, 0) ne depend pas de p et XP ( (P,OI n’a pas de 
composantes en ay, et : 
P,(p(g.exp ~X,L$), q(g.exp tX.tj))=q(g.tj). 
I1 existe done p’ = (pi, . . . . pi _ r, 0) dans Rk tel que : 
= pj"qj(P, 4) 
=4 
(ici zP1 est l’identification de g,? 1 avec X’ ). En remarquant que si Y est 
un Clement de g, le champ Y- qu’il dcfinit sur v est projetable par P, 
puisque c’est :
Y-l (p,y)=c aj(4, A) aq,-C aq,a,(q, n) ’ Pj ‘apr 
On fait done agir G sur Rk par: 
8 entrelace cette action avec l’action canonique de G sur G/H”. Le mesure 
dp dq/(2n)k est la mesure canonique sur W” [6] ; elle est done G-invariante. 
On reprend la construction de [ 12, Chap. V. 1.31 dune mesure quasi- 
invariance sur G/H”: Soit X,, . . . . X,-, une base de h’; la forme n -k 
lineaire sur h”: 
pe=dX, A ... ‘\dX,-, 
dttinit une n -k forme sur H”, invariante A gauche. De meme, partant de 
la base (2,) . . . . Z,, A’,, . . . . X,-k) de g, on associe la n-forme a invariante a 
gauche sur G telle qu’a l’origine CY soit: 
~,=(1/(2rr)““)dZ, A dZ, A ... A dZ, A dX, A . . . A dX,_.,. 
On note dx et dh les mesures invariantes a gauche dthnies sur G et H par 
CI et 0. Notons T,,,M l’espace tangent en m a une variete C”M et L, 
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l’application de n a T,G tangente a la multiplication a gauche par x. Soit 
[x] la classe de x dans G/H”, enfin on pose: 
ic,]: Tc.xltG/Hi) -+ 9; i,,, = ~~~c.xl, dQ,,, et (~c,l)~‘(~cxl) * Be= a,. 
Cette derniere formule definit une k-forme y sur G/H’ partout non nulle. 
La mesure d [x] associte a y satisfait la relation : 
pour toute fonction continue a support compact sur G. Montrons que 
d[x] est la mesure image de dq/(2n)k”. 
En fait si 3” dtsigne la dtrivee de Lie par rapport a un champ X, un 
calcul direct montre que: 
et 
.9* pq(z,-)(41 * ... * dqk)=C Jq/aj,,(q, i).dq, * ... * dqk. 
I 
Ce qui entraine: 
=%;~z,~(dq~ * ... * dqk)lq,+,= zYk=o=O 
et done de proche en proche: 
(4, * ... * dqk)lc,,,...,,k, 
=exp qkP;.Z; . ..exp q1 P,*Z;(dq, A ... A dq,l,). 
Transportant cette relation par 0, on obtient une forme 6 sur G/H” telle 
que : 
1 
-a,,,, = 0 * (4, * ... * dqdlow (271.y 
=(eXp tkzk...exp t,z,).e* (dq, A ..’ A dq,l,), 
ou . reprtsente I’action a gauche de G sur les k-formes sur G/H’-. Done: 
& Go,,,)-‘(0 * (dq, * ... * &dtw,) 
= dO,(,,((exp tkzk . ..eXp trZr)- r ‘60,,j) 
= dQ,m(h,). 
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Enlin, il est clair que: 
Done : 
et 6=y. C.Q.F.D. 
2. PR~DUITS * ET TH~ORIE DES GROUPES 
On suppose que l’espace Rzk est muni des coordonntes canonique (q, p) 
c’est-A-dire que R2k est un espace symplectique pour la forme bilineaire: 
Si A est le 2-tenseur associe a la forme G‘, posons pour r 3 1, 24, uE Cm( [W*&): 




axi, .. . ax, 
avec (x,, . . . . X*/J = (PI 3 . . . . pk, 41, . ..> qk). 
2.1. DEFINITION. Les formules 
u * II = uu + f V’C’(U, u) (*I 
r=l 
(1/2v)(u*u-u*u)=P(u,u)+ f IZrC2r+‘(U,u) 
r=l 
od on a note: 
(**I 
C’=(l/r!)P’; A=v2; v = (1/2&i) 
detinissent une deformation de la structure associative et de Poisson de 
Cao([WZk) qu’on appellera respectivement produit et crochet de Moyal. 
Ce produit admet une expression analytique qu’on utilisera dans la suite. 
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Soient u et t! E Y(R2’) ou Y”( tR2’ ), on dkfinit la transformke de Fourier 
symplectique F: Y + .Y par: 
et le produit de convolution symplectique par: 
(U,“zl)(X) = j u(t) /1(X - t) f?(~J) & 
Alors, si u et v E Y (ou si u ~9 et u est un polynome) (ou si u et u sont 
des polynomes) :
u * v = F(F(u),oF(u)). 
Plus prkisement, lorsque Fu et Fu sont g support compact, u * u d&i 
comme ci-dessus admet le dtveloppement : 
u * v = f (l/r!) & r P’(U, u) 
r=O 0 
convergeant, dans 9” vers une fonction de .4p [16]. 
On peut done sur 9’ fixer le paramktre de d&formation et avoir une 
expression inttgrale du produit * de Moyal. En fait, LY([W~~), *) est une 
algkbre hilbertienne gtntraliske au sens de Dixmier. 
2.2. PROPOSITION. Si u, v E 9’, on a : 
(1) - u*v=v*u 
(2) 1 (u * wwt/w7 = s u ~~KNMW) 
(3) l’opkrateur 1, : Y + Y : v -+ u * v est continu dans L2( R2k, d</(2z)k) 
et peut done &tre hendu ci L2(R2k, dQ(2z)k) 
(4) &+=I,; I,~l,=l,*,. 
Soit &(p, q) l’algkbre de von Neumann bicommutant de {ly ; u E Y} sur 
L2( RZk, dp dq/(2x)k). 
2.3. PROPOSITION [ 17, 73. ,c4( p, q) est un facteur de type I qui n’admet 
(ri une Pquivalence unitaire prPs) qu’une seule representation fidt?le irrgduc- 
tible. 
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Cette reprksentation peut-&re construite comme la reprkentation GNS 
de &( p, q) associte A l’ktat w dkfini sur JZI( p, q) par: 
o(l~)=2*~e-“2+q2’u(p,q)~; VUEY. 
Le reprksentation GNS 17 est rkaliske sur L2( I@‘, d~/(27c)~‘~) et se prolonge 
en une transformation unitaire T entre L2(RZk, dp dq/(2x)k) et l’espace des 
opkrateurs de Hilbert-Schmidt sur L*( R“, ds/(2z)k’2) et : 
llW42, s= Cl81 
Ce rksultat est une version en termes d’algkbre involutive du thkor&me de 
reprksentation des relations de commutation de von Neumann. Le produit 
de Moyal est done le produit sur les fonctions classiques associt A la com- 
position des opkrateurs “quantiques” correspondants. Ce fait est A l’origine 
de la thkorie des produits *, quantifications gkomttriques en termes 
d’algkbres de fonctions introduite dans [ 11. On se propose ici de montrer 
que le produit de Moyal est bien adapt6 A la thtorie des reprksentations des 
groupes exponentiels. 
2.4. PROPOSITION. Sur toute orbite 1 de 9*/G, munie des coordonnt!es 
canoniques ( p, q) dkfinies dans le thiorsme 1.6, le produit * formel de Moyal 
vb@~ : 
(iF)*(iB)-(iP)*(if)=i([X, Y])“; vx, YE g. 
Preuue. La proposition rksulte directement de l’kriture des fonctions 




P’($ 8) = 0 dks que r 3 3, VX, YE g. 
Cette propriktt permet de prouver [19] que le produit * de Moyal 
est G covariant, c’est-A-dire qu’il existe au moins formellement un 
homomorphisme z de G vers les automorphismes du produit *: 
zg(u*v) = (T,u)*(~,o) et Zgg’ = Tg 0 zg,, 
zg Ctant d’ailleurs une dkformation de l’action gkomktrique de G sur 1, 
(cf. [ 181 pour les dttails). 
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On considke la transform&e de Fourier partielle 3, dtfinie (par exemple, 
sur L2( lQZk, dp dq/(2x)k) par: 
qu)(x, 4) =jRk e-‘P-4P, 9) &. 
Pour tout XE g, tel que : 
I= 1 %(A 4) PI+ ~,(A 41, 
on considkre l’opkrateur 1, non partout dhfmi dans L2(RZk, dp dq/(2x)k) 
par : 
I,(u) = iR * u (i=JZ). 
2.5. LEGUME. Pour toute fonctions u sur RZk, C” ci support compact, et 
pour tout XE g, la strie 
~,~Z~o~I,‘(u)=i 1 (1/2i)‘(l/r!) Pr(T, g;‘(u)) 
r>O 
converge uniform&ment vers : 
r,(u)= i a,(ll,q-x/2)(~a,,-a.,))+iao(l,q-x/2)u 
/=I 
+ t &/,& 4 - $2) .u 
/= 1 
c’est-&dire en posant s = q - x/2, t = q + x/2 : 
I-J .) = : a,(& s)(d,,) + iao(A, s) +; i (a,,%(4 S))I(s,,). 
/= I /= 1 
Preuve. Soit u une fonction C” A support compact dans les variables x, 
q. Calculons 
pr(f, s;l(u))= C /iiln/iizjz . ..ni~j~(a.,..‘i,~aj,“.,,~5,‘(U)). 
rb0 
Les termes non identiquement nuls dans le dkveloppement de l’expression 
prkddente sont ceux qui sont donrks par les multiindices des deux types 
suivants : 
premier type. multiindice i = (i,, i2, . . . . i,, j, , . . . . j,) avec i, > k et 
j, = i,- k pour tout I = 1, 2, . . . . r, pour ces multiindices on a: 
/iilil/iujz . ..Airjr=(-ly. 
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deuxit?me type. multiindice i= (iI, i,, . . . . ii, ,.., i,, j,, . . . . j,) avec i, > k 
et j, = i, - k si m #Z et i,= 1, j,= k+ 1, pour ces multiindices on a: 
/jhji/jitiz.. . AirA = (_ 1 jr- 1. 
Notons si a = (a,) E Nk Ial = C a,, a! = n, (a,!), 
aL = (a,,y’ . . . (aJk, a;, = ( ap,y* . . . (a,,yk 
Alors, 
@,(P’(Y, g;‘(u))) = C i( - l)l(r!/a!) ?j,(81,,(8) .8&(9;‘(u))) 
Ial = r 
+ 2 C i(-l)‘-‘((r- l)!/a’) 
I=1 (ol=r-I 
Compte tenu de: a,,(R)=cc,(I, q) et de a,,%;‘(~)= iG;‘(xr.u), g,(p,.u) 
= ia,,(g,(u)), on trouve: 
i,(u)= 1 (-l/2)’ i c (xq’...xa,k/a!)a&~,.~~,~ 
r20 ( I=1 lul=r 
+ c w? . ..x~/u!)a.“ao~u 
)a) = r 
+ 1 1 (x4W’ ...xF/a!)(8>-‘a,) .ay,u 
/=I lal=r-1 
+ (XT’ . . . x~/a!)(a,, 13; ‘a,) . u 
j 
. 
Cette strie converge uniformkment vers : 
fx(u)= $ a,(& q-x/2)(@,,-a&+ ($) a,,a,(A q-x/2) .u 
I= 1 
+ ia,(A, q - x/2) . 2.4. 
2.6. PROPOSITION. Les optrateurs ,^, (X E g) sont la forme AiffPrentielle 
de la reprbentation unitaire ir&ductible de G associie ~2 I’orbite II par la 
mtthode de Kostant-Kirillov. 
Preuve. Pour tout X E g, le champ X- sur ,I s’kcrit dans la carte (p, q) : 
Xp = C a,(A 4) aq, - C a,,aj(A 4) Pj ap,- F aq, adA 4) ap,. 
I /. i 
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Ces champs sont projetables par l’application P,: ( p, q) E R’” + q E Iw’ 
dP,(X )I, = c, %(A 4) d,,. 
On dtduit du lemme 1.8 que ces champs sur Rk engendrent une action 
de G diffeomorphe (par l’application 0) a l’action de G sur G/H. On notera 
cette action s E R” + x s (X E G). 
h’ est une polarisation algebrique reelle en t verifiant la condition de 
Pukanszky (cf. theoreme 1.6). La representation unitaire rc’ irreductible 
associee a I’orbite L de 5 est la representation unitaire induite du caractere 
Xr=exp(it) sur H” ci G [S; 121. 
Soit dG/H” la fonction detinie sur H” par: 
GG/H”(exp Y) = exp(i trace(adn,hA( Y))) (YE f)“). 
Le mesure quasi-invariante sur G/H associee a la fonction 6G/G” est d[x] 
(lemme 1.8). 
La representation unitaire irrtductible TC* associie a i agit dans l’espace 
de Hilbert complete 2’ de l’espace des fonctions f de carre sommable 
modulo H’(j,,,, If(x d[x] < co) verifiant: 
f(x.h) = x&h)-’ WffAVWW Vx E G, Vh E Hi.. 
L’action de rrl est: 
(~i.(X)f)(Y)=.~(X~~‘.Y) Vf E X”, Vx, y E G. 
En utilisant la section A : s E I@ + exp( - sk Z,) . exp( -s, Z,) E G, on 
associe a toute fonction f e A? la fonction notee encore f sur Rk dbfinie par : 
X’ est unitairement quivalente a la representation (notee encore n”) definie 
sur L2( Rk, ds/(2~)~‘~) par: 
(7.44 f)(s) 
=f(x-‘A(s)) 
=~&f(S)-‘XA(X-’ .s)) GG/H”(A(x-’ .s)-‘x-‘A(s))f(x-’ .s). 
Comme A(exp( - tZ,) . s) = (exp( - tZ,) . A(s)), 
(n”(exp(tZ,) f)(s) = f‘(exp( - tZ,) . s). 
I1 est facile de voir que: 
Vl (n’(exp rZ,) f(s,, . . . . s,, 0, . . . . 0) = f(s, , . . . . s, + r’, 0, . . . . 0). 
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Done : 
d74G)fl(., I... s,,o ,_.., O)=~skfl(sl...s/,O ,...,0). 
Soit : 
Mais, par construction :
-%(q)(p, 4) = AWw --4/+ lZ,+ 1 ...exp -qkZk)(ZI)-(Py 4) 
=Zb, 4 1 > ..‘, qr, 0 > .. . . 0) 
et done vu la forme de Z,: 
On montre ainsi par rtcurrence sur 1 que: 
b,(“)UIS,l =baa&,, 
=exps,TpkO ... oexps,+,iz,+,oa,, 
oexp -s,+~~z,+,~ ... oexp -.s~~~,u[,,~ 
et 
Qexp -s,Z, . ..exp --s~Z~)U((,,,)=U(O, t). 
Alors, si XE t)‘, 
dn;(X)ul ,O,~,=~n:(exprX)ul~o,,,l,=O 
d .* = _ el<&xPTX)e ~ 112 trad&rX) 




= (it”(X) - (l/2) tr(ad,,,(X)) . ~(0, t). 
f(P, 9) = II @,(l, 4) pc + cro(& q) avec cr,(;l, 0) = 0 pour l> 0, 
alors on peut ttcrire: 
{%2j>=~b,,2,+ B od YElf; 
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on a done { 2, p,}(p, 0) = C, h,,p, + p(O, 0), d’oti, vu la forme des fonc- 
tions 2: 
tW,,dX)) =I %({z, ~,)NP, 0) = c &a,(& 0). / / 
On en deduit que: 
~~~(X)ulco,r,=~~ul(o.,), V’XE 9, 
et par le meme raisonnement que ci-dessus que: 
~~sm4(s,r) 
=rr~(exps,Z,~.~exps,Z,)d~~(Adexp -siZ, . ..exp -spZk(X)) 
x ni(exp -si Zi . . . exp -+A)4 (s,f) 
= drci(Ad exp -s,Z, . ..exp -skZk(X)) 
x nf(exp -si Z, ...exp -~~Z~bl(~,,, 
= b4 (‘i,,). 
Remarque. Notons d’ le facteur et T’ la representation T definis en 2.3 
pour 1, la proposition 2.6 peut s’tcrire: 
l ST’ est l’espace de la representation GNS 17 de d” 
l dfl(X)o TA(u) = T’(l,u) Vu tel que 9$(u) E C,“(x, q)). 
On a prouve incidemment une version non formelle de la proposition 5.1: 
vx, YEg, ipiy-l-&=i{~,p). 
3. FORMULE DE PLANCHEREL-TRANSFORMATION DE FOURIER ADAPT~E 
La formule de Plancherel pour les groupes exponentiels a et& ttablie 
dans [6]. Rappelons d’abord brievement comment on l’obtient. (Nous 
envoyons a [6] pour les details.) 
- Posons: 
6,( exp X) = ebtX) VXE g, 
11 existe des fonctions boreliennes positives $ sur g* telles que: 
rl/W1.5)=~,(x)$(5) Vx E G, V( E 9%:. 
On choisit une telle fonction IJ presque partout non nulle. 
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-- II/ definit une unique mesure borelienne mi sur g*/G telle que: 
pour toute fonction borelienne positive ou pour toute fonction f telle que 
.fti E L’(g*). 
-- Soit 2 E g*/G tel que ll/({“) # 0. Puisque l’espace 2 de la represen- 
tation 7r’ associee a /1 est: 
z&” = {f: G + C telles que f(xh) 
=x;-‘(h) d,,,l(h)f(x)(x~G, h~H’)et ~G,H~If(~)12d[~] < co}, 
II/ delinit dans X’” un operateur fermi Ai semi invariant de poids 6r: 
(Aif) = l+h(x. py2 .f(x). 
A$ est defini sur l’espace des f telles que x + Ii/(x. (“)‘I2 .f(x) est de carrt 
sommable sur G/H”. 
-- Soit cp E C,“(G) une fonction C” a support compact sur G, on 
pose : 
d(q) = lG q(x) n”(x) dx (1 E g*/G). 
Alors m+-presque partout, la fermeture de l’opbrateur (A;))’ 0 z”(q) 0 
(A:) - I est tracable et si [ ] designe la fermeture dun optrateur, on a la 
formule de Plancherel de G sous la forme: 
Le but de ce paragraphe est de montrer que cette formule s’interprete 
tres simplement dans le cadre de la transform&e de Fourier adaptte sur G. 
Introduisons quelques notations : 
l L’espace C,?(R2k) des fonctions C” a support compact dans les 
variables (s, t) sera note $3 et 9’ son dual. 
l L’(p, q) (resp. L’(s, t)) designe l’espace L’(RZk, dp dq/(2n)k) (resp. 
L’( Rzk, ds dt/(2n)k)) des fonctions mesurables des variables (p, q) (resp. 
s, I) de puissance rikme integrable. 
l On prolonge le produit scalaire ( , ) de L’(s, t) en un crochet de 
dualitt entre 9 et 9’ en posant: 
VTE~‘, VVE~, (T,v)=T(v). 
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l La transformation : 
s: L’( p, q) + L’(s, 1) (Su)(s, t) = (S,u) (r-s, F> 
etant unitaire, on identiliera 9’ a (S ‘3)’ en prolongeant S, c’est-a-dire 
qu’on posera :
(S(T), Sv) = CT, v> VUE~, VTE~‘. 
l Enfin, si cp, et (p2 sont des elements de C<?(G), on delinit : 
cp~(~)=cp,(x-‘)~~,(x~‘) 
(cp, x~*)(x)=~~(Pi/1-.)co2(!.~I.)d~. 
11 est bien connu qu’alors: 
bfA~g*/G, d(&‘)= (n”(cpl))*, 74(PI x (P2) = n”(cp,)“nA(cp*). 
l On notera rc’” la representation contragrediente de 7~‘: 
?I’~ se realise dans ~9” par rc”(x)v = m. 
On dtfinit comme dans [2, 8, 201 la transformation de Fourier adapt&e d 
sur C<?(G): 
3.1. DEFINITION. Pour chaque A de g*/G, on delinit la distribution 
&(cp)’ de (S-is)’ par: 
(&vi, v> = I,*, (n$P” Sv)(s, t) g$ 
(cp E C:(G), v E S- ‘9) oh 7-c: designe la representation 7~’ associee h A, 
agissant sur la seule variable S. 
Remarque. Cette definition a tte choke pour que formellement: 
(&A,V)=(l,~(cp”)“*v)=(l,bo”*v) 
et 
Gcp” * v = 
s 
cp(exp X)(exp * ix) * u dX. 
‘1 
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kablissons d’abord le 
3.2. LEMME. Soit $ une fonction bordienne positive sur g* telle que: 
~(x5)=~&-‘+3 V’5Eg*, VxEG 
alors, avec nos notations, il existe une fonction bordlienne positive I/J~ et une 
fonction bordienne rtelle a sur g*/G telles que: 
G(5) = $YP, 4) = $(A, P, 4) = $,(A) fiF4k. 
Preuve. Posons ijO = $(t”). tiO est borelienne et positive. Si G est 
unimodulaire, le lemme est evident. Sinon, revenant a la preuve du 
theorbme 1.6, on a: 
. Si SEA, $(5)=+(x.5’) ou XEG,-r, done @(5)=$(4”)=$,(1), 
on choisit a(A) = 0 VA E 1(A). 
l Si <EB, $(<)=$(exp -qkZ,.x.5’) oti XEG,-~, done: 
*(O=e Wk).4k$((i) = $o(A) edih 
ou on a choisi a(A) = 6(Z,), VA E A(B). 
Pour tout reel m, la fonction (Il/A)m(p, q) = ($(A, p, q))” est done une 
fonction de q seulement, C” et prolongeable en une fonction entiere a 
croissance au plus exponentielle sur Ck. Comme dans la preuve du 
lemma 2.5 on peut done detinir pour toute fonction u de S-r2 les produits 
(tj”)” * v et u * ($A)m par: 
(I#!?)” * u = P((rl/“)“(s) . Su(s, t)), u * (l/l”)“= s-‘(Su(s, t). (tp)“(t)) 
(la derniere formule se dtduit d’ailleurs de la premiere en remarquant que 
(SO)(s, t) = S;(t, s).) 
Ces fonctions sont dans S-l9 done dans L2(p, q) et on peut definir 
pour toute fonction U’ E L2(p, q) les distributions: ($“)” * u’, U’ * (Ic/‘)” et 
(lp)” * u1 * (lp)” dans (S-‘9)’ par: (($“)m * u’, o) = (u’, ($“)m * u), 
(~4’ * ((I”)“, u) = (~2, u * (I)‘)“) et ((rj’)” * 14~ * (rj’)“‘, u) = (u”, ($I”)” * 
v * (l)“)“‘). 
Grace a la mesure me, on a une decomposition de l’espace L2(g*) en 
inttgrale directe hilbertienne (au sens de [21]) : 
L’(g*) = I” L2 ( R2k, (@‘)-l(q) $-$) dm+(E.), 
mais, ainsi que Fronsdal [2] l’avait remarque, ce n’est pas l’espace des 
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fonctions de carrC sommable sur g* qu’il est nature1 de considkrer mais 
bien plutht celui des fonctions de carrt: * sommable. On pose done: 
3.3 DEFINITION. Si u’l, vi E S- ‘9, on note: 
( , )* est un produit scalaire, on note LF(p, q) l’espace de Hilbert com- 
plCtC de SP19 pour la norme correspondante et Li(g*) l’espace: 
( , )* est un produit scalaire sur SP ‘9, en effet si uf E Se19 (i = 1, 2) on 
peut Ccrire 
(v; * (@y/2, v;2 * ($j.) -l/2) 
= I (u; * ($y’2) * (vi *($y2)$-$ 
= I (‘p-‘/2 * v; * v; * ($“)- 112 dP 4j5p 
= s ($y2(s). S(vj; * I&, s)($A)-‘~2(s)~ 
s 4 = (lyy(q) &&f; * l&(0, q) - (2744 
= i‘ 
4 4 
($“)-‘(q)(bp * v;)(P, 4) 7 
(271) 
done (u”, vi’)* n’est nul que si ui. * ($“)-“’ est nul mais alors 
S(d * (l+P-“2) = (I)“)-“‘(t)(su’)(s, t) = 0 
et St?, done v’, est nul. 
Remarques. On prendra garde au fait que (vi;, u’; ) * n’est pas &gal A 
(v~~(lp-*‘*,v;~ (I+?“)-“~). L:(g*) peut s’intyprkter formellement comme 
l’espace des “distributions” f‘ sur g* telles que : 
s f*fdt<co. n 
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Entin, le mbme calcul que ci-dessus montre que: 
((@“)-l/2 * vi, ($y2 * vi) = (qjo:>* = (3, &*. 
Done si v”EL’,(,, q), il en est de mCme de 2 et l/z:11 = IIu’ll. 
Soit maintenant p une fonction de CF( G). Calculons d’abord B(q). 
Des que l’operateur [A$- I 0 rc’( cp ” x cp) 0 A i- ‘1 est tracable, l’optrateur 
A$-’ 0 &(cp ” ) est de Hilbert-Schmidt et sa norme de Hilbert-Schmidt est : 
~~A~~‘0n”(cp”)~~2,,=tr[A~~‘~~~((p” xq)oA$-‘1. 
D’apres ce qui precede, il existe done pour presque tout A une fonction U’ 
de L2( p, q) telle que : 
3.4. PROPOSITION. Avec ces notations, on a pour presque tout 1: 
g(cp)j. = uj. * (Ic/j.)W =a(cp. 
En particulier, &(cp)’ E Lg pour chaque A et 
cqcp) =j” E(qq dnz~(l”) 
appartient ci LZ,(g*). 
Preuve. Soit vi. E SP19, on a si Ab designe l’operateur Ai agissant sur 
la variable s: 
((lpp2 * 7, 0”) = (S2, (l/vy2(s). (StP)(s, t)) 
= I uLs-loA~,oso2~ (2nJk 
= s ui. * S-‘(A;,Sd) 3 
s d! 4 = S-‘(nj(~)~A~,1~A”,,Sv”)~ 
= (cqcp”)“, VA) 
puisque Sv’ done A$,Sv’ est a support compact, Sv” est bien dans le 
domaine de A$,; ’ 0 A&. Ceci prouve : 
&tcp v )i. = ($“)I/2 .+ z. 
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De m&me, 
ou vi est defini par: 
soit par le meme calcul: 
vi = ($>.)I/2 * 7 * (+i-112, 
- 
gycp)” = Uh * ($“)‘/2 = gyq.3” )“. 
On en deduit que G(q)” appartient a S-l9 et que E(q)” * (rj”))“’ est 
dans L*(p, q) ce qui, compte tenu du calcul precedent, prouve que J?(cp)’ 
est dans Li( p, q). Enfin on a : 
ll&((p)q2, = (&(qq * (lyy2, 8(q)” * (lj”)-‘“> 
= IIuilj2 
=tr[Aip’Onc”(cp” xcp)~A$~‘] 
et on a vu que cette fonction ttait mti-sommable. Done 6((p) est bien dans 
L2,(9*). 
Nous pouvons ttendre * a Li(g*): si ur et v2 sont deux elements de 
L2,(g*), nous avons vu que l’on peut Ccrire: 
vi;= (I)“)-1’2* u;, u;=u; * (l+b”)-“2, oil UiEL2(P, q) (i= 1,2). 
On pose alors: 
Nous pouvons maintenant tnoncer le theoreme de Fourier Plancherel: 
3.5. TH~OR~~ME. Si, E(x)‘. est la distribution dt!finie pour chaque x de G 
par : 
(E(x)‘, v) = (1, X:(X-‘) Sv) (oES-‘9) 
on a les propriktes suivantes: 
1. d est une transformation unitaire entre L’(G) et L!+(g*). 
2. & vkrifie: 
acp) = &(cp” ) (cp E C,“(G)). 
b(cp, x v2) =&(cp,) * &((P2) (CPI, c~z~c,:(G)). 
~(L,~R,cp)=E(x) * b(v) *E(Y-‘).6.(y)-’ 
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oti (L,o R,cp)(z) = cp(x- ‘zy); le produit * est ici au sens des distributions 
comme toujours. 
3. On peut krire si cp E C,?(G) : 




q(x) E(x)” dx, 
G 
l’intkgrale convergeant faiblement. 
Preuve. 1. C’est le theoreme de Plancherel pour G [6]. En effet: 
= llcpl12. 
d est done une isometric. D’autre part on a vu que L*(p, q) est isomorphe 
a l’espace des operateurs de Hilbert Schmidt sur 2’ et que les relations: 
S(i8 * u’)(s, t) = (dn:(X) Su’)(s, t) Xeg, u”ES-‘L3 
S(u * ( - if))(s, t) = (dz;A(X))(Su”)(s, t) 
montrent que L’( p, q) Porte une representation unitaire p’ de G x G 
isomorphe a x1x rt” sur l’espace des operateurs de Hilbert-Schmidt sur 
2’“. pj. est une representation irrtductible. D’autre part si &” est l’applica- 
tion : 
8’“: C?(G) + L2(p, q) 
cp -+6((p)” * (1(/y2 
on vtrifie directement que 
6’“(L,~R,cp&(y)“2)=S-1(~i;(x)~~;”(y),S~’$p)) 
= pA(x, y) a’“(q) 
et done que l’image de &li. est dense dans L2(p, q), si elle n’est pas nulle 
mais alors l’image de &” est dense dans L,“(p, q) et c&e de &’ est dense 
dans Li(g*). 
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2. On a deja verifie la premiere relation, la seconde dtcoule directe- 
ment des definitions. Entin, la derniere provient des relations suivantes: 
sa”(L,~~R,~)=~~.(.u)~~71;1(~)S~~(~).6,(y) ’ 
et par definition 
(E”(x) * u”, u) = (d, E”(x- ‘)* u) = (Sd, 7cgx ‘) Su) vu” E s ‘3. 
Done 
de m&me: 
S(E”(x) * 24”) = 7rj;:(x) su’ VU”ES ‘w, 
S(uA * I?( y 1)) = 7(‘(y) sd VdE s-~‘Lv. 
Et, 
B~(L,~R,cp)=E”(x)*&“(cp)*E~(y~‘).6.(y)~’. 
3. La premiere relation se dtduit de la formule de Plancherel, par 
polarisation on a: 
mais d’apres [22], toute fonction de CT(G), est convole de cpr et (p2 appar- 
tenant a C:(G), on a done: 
dl)=J acp)dr tlcp~C:(G). 
!I* 
En appliquant cela a la fonction L,-I cp, on obtient : 




La derniere formule est evidente puisque: 
= 
I- 
cp(x)( 1, rr;(x--l) Su) dx 
G 
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